Chapitre 7 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

1.

. On remplace les fonctions ch et sh par leur définition : {

Soit z € R, 2% —5e?* 4+ 2 =0 <= 2y?> — 5y +2 = 0 ou y = e?*. Résolvons cette équation.
A=25-16=9 > 0. Il y a donc 2 racines réelles : y1:%22et ygz%:%.

Cela donne deux solutions : z1 = $1In(2) et 2o = 1 In (1) = —1In(2).

. La fonction sh est une bijection de R dans R donc on sait que cette équation admet une unique solution.

e —e’ "
Soit x € R. sh(x):2©T22<:>ex—e_

A=16+4=20=(2V/5)2>0.
Il y a donc deux racines réelles : y; = 4'%7‘/5:24-\/565 Yo = 4_37‘/5:2—\/5.

Or, y2 = 2 — v/5 < 0 donc cette solution est impossible car o > 0.
Finalement, il n’y a qu’une solution pour I’équation de base : 1 = In(2 + v/5).

xT

=4y’ —dy—1=0o0ny=e"

. Soit z € R.

4ch(z) +3sh(z) —4=0=2(e*+e?)+ (e —e?)—4=0 " +°° 4=0Ty2 —8y+1=0o0u

_ _ _ap _ @2 : A & _ 86 _ 1
y=¢e". A=64—-28=36=6 >Odoncﬂyadeuxracmes.yl—ﬁ—letyg—l——?

Il y a donc deux solutions : z; =1In(1) =0 ou z2 = In (%) = —1In(7).
. Soit z € R.
2203777 = 377 92071 & 920 4 92071 = 3T 13770 4 92 (14 ) = 37(VB4+ ) @ 2 xS =3 x &
& (%)% = % = (%)3 Or, la fonction z — (%):E est une bijection de R sur R* donc
220 —3rmi =3 — %l ()Y = (2 e =3 « 2=

e et =y o { e’ +e " +e't+te V=238
=1

et—e + eY—e ¥V __ e?T —e T4+e¥—e V=2 :

2 2
N {2e”+2ey—10 {ex+ey—5 {z+t—5
Li+Ls//Li—L, | 2€7% +2e7Y =6 eT4+e V=3 % + % -3
j{ z+t=5 :{ z+t=5
ZZ—H =3 zt = %
Or, par le lien entre les racines et les coefficients d’un polynoémes, on en déduit que z et ¢ sont les deux

racines du polynéme X2 —5X + g =0.
On trouve les racines de ce polynoéme et on leur applique la fonction In pour trouver les solutions de I’équation
initiale.

ouz=eTett=ev

Exercice 2: Vn € N, Vz € R, (ch(z) + sh(z))" = (e*)" = €™ = ch(nz) + sh(nz).

Exercice 3: Soit z € C, 2 =i «= e*"?) =¢l2 «— 2In(2) = i5[2ir] <= Jk€Z,z=

(4k+1)7 s
2In(2) !

Exercice 4:

1.

Ve € R, In(z+vV1+22) +In(v1+ 22 —2) = In((z + V1 + 22)(V1+ 22 —2)) = In(1 + 2% — 22) = In(1) = 0.

2. Soient x et y € R, { In(z) +In(y) =0 <:>{ In(zy) =0 <:>{ zy =1

r+y=4 r+y=4 r+y=4
Les solutions du systeme d’équations sont donc les deux solutions du polynéme X? —4X +1 = 0.

Donc, S = {(24+V3,2—V3);(2—V3,2+3)}.

Soit x € R%. VT = 5" & eV = erIn(V?) o /rIn(z) = z1n(\/z) car x — e est une bijection de R
sur R .

xﬁ:\/azx@ﬁln(x)z%ln(x)@ln(x)(f—%):0<:>ln(3:):00u\/5:g<:>x:10u33:4
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Chapitre 7 - Correction des exercices 2

1 1
Exercice 5: Notons f la fonction définie par z — 2z = ez 2(#),

I. Dy ={z cR/z#0et x>0} =R}.

2. La fonction = — i_ ?) est définie sur R% et a valeurs dans R. Elle dérivable sur R%} comme quotient de deux
fonctions dérivables sur R* avec un denomlnateur qui ne s’annule pas. Par composée avec I’exponentielle,
la fonction f est dérivable sur RY et

1 war—1 —
z XT n(l‘)e%ln(x) — 1 ln(x)e%ln(x)
x2 x?

Vz e RY, f'(z) =

Cette dérivée s’annule en x = e. Elle est positive sur ]|0;e] et négative sur |e;+oo[. D’ou le tableau de
variation

f@ | | T T

In(z)

3. Calculons les limites. lim =0 et e’ = 1. Par composée, lim f(z)=1.

f( ) nte) A T—+00 T—>+00
e)—=e e = Qe
. _ .
zlg(r)l+ ny(cx) (=32) =—occet X1_1>r£1C>O =eX =0 donc zlgél f(z) =
x 0 e +o0
ra@ |||+ -

f(z) 0/99\1

Exercice 6: On va utiliser le fait que pour tout réel z, on a : e* > z + 1. Soit n > 2.

1 1 1\ " 1\" 1\"
en > 1+ — donc (en) > (14— donce> 1+ —
n n n
1 - 1\ 1\™"
>1— — donc (ei>n<<1—> donce<<1—>
n n n

@
Sl=

Exercice 7:

1. Soit x € R. sin(x) + sin(2z) = sin(x) + 2 cos(x) sin
sin(z) + sin(2x) = 0 < sin(z) = 0 ou 1 4 2 cos(x)
& = 0[n] ou z = Z[27] ou = —ZF[27]

n(z) = sin(x)(1 + 2 cos(x)). X

) =
0 < sin(z) = sin(0) ou cos(z) = 5 = cos (%”)

2. Soit x € R. On reconnait le début d’une identité remarquable.
cost(z) + sin*(z) = 1 & (cos?(z) + sin?(x))? — 2 cos?(x) sin?(x) = 1 & —2cos?(z) sin?(x) = 0
& cos(x)sin(z) = 0 < cos(x) = 0 ou sin(z) = 0 < = = 0[F].
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Chapitre 7 - Correction des exercices 3

3. Soit z € R. v/3cos(x) —sin(z) = 2(‘2[ cos(z) — 3 sin(z)) = 2(s1n( ) cos(z) — cos(5 ) sin(z)) = 2sin (§ — x)

Donc, V3cos(z) —sin(z) < 1< sin (5 —2) <i e -2l - T +2km, 2 +2kr[, keZ
& —z €] — 3 + 2%km, - % + 2kn|, keZ@xe]%Jerﬂ;%”Jr%w[, keZ.
. Soit z € R. sin(z) 4 cos(z) =0 < % =0 < tan(z) = —1 car {z € R, cos(z) = 0} n’est pas dans
I’ensemble des solutions.
sin(z) + cos(z) = 0 & tan(z) = tan (— ) © o = —5[x]

. Soit = € R. sin(z) + sin(2z) + sin(3z) = sin(2z) + (sin(z) + sin(3z)) = sin(2z) + 2 x sin (2L22) cos (£522)

= sin(2z) + 2sin(2x) cos(z)
sin(z) + sin(2z) +sin(3z) = 0 & sin(2:c)( +2cos(z)) = 0 < sin(2z) = 0 ou cos(z) = 3
&2 =0[3] ouxz =227 ouz = —Z 2]

. Soit € R. Posons y = cos(z). 2cos?(x) — 3cos(x) +1 <0 <:> 2y? — 3y +1 < 0. Or, 2y? —3y+1—

2y —1)(y — 7) Cette quantité étant strictement négative entre 2 et 1. Donc, 2y?> =3y +1 <0 @ <y<
1o 1 <cos(z) <1 xe|E+2kn, 2kn[ U2k, % +2kn[ k€L

Exercice 8:

1.

On étudie la fonction Arccos+ Arcsin qui est dérivable sur | — 1,1 et de dérivée nulle. Donc cette fonction
est constante a sa valeur en 0 qui est 5. De plus, la formule reste vraie aux extrémités de I'intervalle.

. On étudie la fonction en question qui est dérivable sur R* et de dérivée nulle. Donc cette fonction est

constante a sa valeur en —1 qui est —% sur R* et constante a sa valeur en 1 qui est 5 sur RY.

Exercice 9:

1.

. La fonction Arccos est définie sur [—1,

. La fonction Arcsin est définie sur [—1,

La fonction Arccos est définie sur [—1, 1] donc Dy = [—1,1].
Vx € [-1,1], cos(2 Arccos(x)) = 2 cos?(Arccos(z)) — 1 = 2:c —1.

1]. De plus, Arccos(z) # § <= x # 0 donc D, = [-1,1]\{0}.
_ sin(Arccos(z)) V1 — a2

cos(Arccos(z))

Vz € [-1,1]\{0}, tan(Arccos(z)) =

a valeurs dans [~5, 5

1] 2] donc h: [-1,1] — [0,1].
Vo € [-1,1],h%(z) = 1 — sin?(Arcsin(z)) = 1 — 2 . Or h est positive donc Vm €[-1,1]

, h(z) = V1 — 22,

. La fonction Arctan est définie sur R donc Dy, = R.

Va € R, sin(Arctan(x)) = cos(Arctan(z)) x tan(Arctan(x)) = x cos(Arctan(z)).

Or, Vy € R\{Z + km,k € Z}, 1+ tan?(y) = ﬁ(y) Donc V € R, cos?(Arctan(z)) = ﬁ
Pour z € R, Arctan( el -5 %[

De plus, sur | — Z; Z[, la fonction COS est positive donc Vo € R, cos(Arctan(x)) > 0.
Donc, Vx € R, cos(Arctan(x)) = et Vo € R, sin(Arctan(z)) = 2=

vV 1+962 1+x2°

Exercice 10:

1.

cos est a valeurs dans [—1;1] donc Dy = R. La fonction f est 27m-périodique et paire, on I’étudie donc
uniquement sur [0;7]. Or par définition, Arccos(cos(x)) = x pour tout x € [0;7].
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Chapitre 7 - Correction des exercices 4

2. sin est a valeurs dans [—1;1] donc D, = R. La fonction g est 2m-périodique et impaire, on I’étudie donc
uniquement sur [0; 71]. Par définition, Arcsin(sin(z)) = = pour tout = € [0; 5]. De plus, pour tout = € [5; 7],
sin(z) = sin(z — ) et x — 7 € [-F;0], d’ott Arcsin(sin(z)) = z — 7.

10 5 \—)ﬁ INZ )

3. tan est définie sur R\ {3 +kr / k € Z} d’ott Dy, = R\ {% +kr / k € Z}. La fonction g est - périodique7

on I'étudie donc uniquement sur | — §; 5[. Or, par définition, Arctan(tan(z)) = x pour tout x €] — 5; F[.
% ?y Ch T
10 5 —/ﬁ 5/ 10

Exercice 11:

x
1. La fonction = +— 152 est & valeurs dans [—1, 1] (facile par étude de fonction) et la fonction Arcsin est
x
définie sur [—1, 1] donc la fonction h est définie sur R.
Pour la dérivabilité de h, nous devons retirer les antécédents par la fonction x 1_%3” > de 1 et -1 car la
fonction Arcsin n’est pas dérivable en 1. La fonction h est dérivable sur {z € R, |5 +w2\ # 1} = R\{-1,1}

comme composée de fonctions dérivables et

1+2%) 222z 1 2 — 222 1
Vo € 1,1}, o 2( : = :
x \{ } ( ) (1_|_$2)2 ] 2w 12 (1+x2)2 (1+22)2—4z2
- (1+x2) (1+x2)2
~2(1—a?) 1
- (T+a?)? (004w
(1+22)2
:{ 1+m2 si|z] <1
sz si|z| > 1
2. La fonction f est définie sur R comme composée de x — H%n(x) définie sur R et a valeurs dans [0, 1]

et de Arccos définie sur [—1,1]. Pour la dérivabilité, nous devons retirer les antécédents par la fonction

1+sin(z) 1+sin(z)
2 - -

T de 1 et les antécédents de 0 de = —

%n(x):l@sin(x)zlﬁng[%r] et%z()@sin(m)z—l@xz—%[?w]

Dong, f est dérivable sur R\ {g +km,, ke Z} et Vo € R\ {g +km, ke Z} ,

cos(z)

f/({E) _ -1 — cos(x) —COS(.Z‘) _ —cos(x) _ -1

2\/1+bm(z) \/1 l+bma7 4\/l+bm(aj) \/1 51n(z 2\/1 —sin? $ 2|COS(£B)| 2
On en déduit une autre expressmn de f sur chaque intervalle ou cos est de signe constant. Par exemple,
Vz €]55; 5[, f/(z) = 5. Par ailleurs f(0) = Arccos (@) =T donc Ve €]|55 B[, f(x) =5+ §

xsigne(cos(x)).

202
x
3. La fonction f : x +— Arctan(e®) est dérivable sur R et Vo € R, f'(x) = 1_;37%.
e
La fonction g :  — Arctan(sh(z)) est dérivable sur R et Vo € R,
ch(z) ch(z) 1 2 2e”

/ = = = = =
g(z) = 1+sh?(z) ch®(z) ch(z) e"+e® 1+e¥
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Donc, la fonction = — 2Arctan(e”)—Arctan(sh(x)) a une dérivée nulle sur R et est donc constante sur R.
T

Pour calculer cette constante, on calcule 2Arctan(e”)—Arctan(sh(0)) = 5

1—
Exercice 12: Posons, Vo € Ry, h(x) = Arccos <1+$> — 2 Arctan(y/z). h est bien définie car si z € Ry alors
x

i—ﬁ €] — 1,1[. Cette fonction est une somme de fonctions composées de fonctions dérivables sur R* donc h est

dérivable sur R} et

—(1+z)—(1-2) ~1 1 1 2 1
Ve e RY, W (z) = X —2x X S = _
(1+2)? - ()2 2V L+ (Va) (g gy 1 (L)’ Va(l+z)
Or, (1+2)%/1 - (122)% = (1 4 2)? % =(L+a) /55 = (1+2)?22 =2/z(1 + )
2 1 2 1
V$€R*,h/x — —_ e — :0
() (top i () Ve +a)  2/a(i+a)  Va(l+o)

_$>:2Ammm¢a.

1
La fonction h est donc constante sur R* égale a h(1) = 0 donc Va € RY, Arccos <1 n
x

De plus, I'égalité reste vraie pour = = 0.
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